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1 　赤玉 4個と白玉 5個の入った，中の見えない袋がある。玉はすべて，色が
　区別できる他には違いはないものとする。A，Bの 2人が，Aから交互に，袋から
　玉を 1個ずつ取り出すゲームを行う。ただし取り出した玉は袋の中に戻さない。A
　が赤玉を取り出したら Aの勝ちとし，その時点でゲームを終了する。Bが白玉を
　取り出したら Bの勝ちとし，その時点でゲームを終了する。袋から玉がなくなっ
　たら引き分けとし，ゲームを終了する。

(1) このゲームが引き分けとなる確率を求めよ。

(2) このゲームに Aが勝つ確率を求めよ。

2 　関数 f(x) = sin 3x + sin xについて，以下の問いに答えよ。

(1) f(x) = 0を満たす正の実数 xのうち，最小のものを求めよ。

(2) 正の整数mに対して，f(x) = 0を満たす正の実数 xのうち，m以下のもの

　の個数を p(m)とする。極限値 lim
m→∞

p(m)
m
を求めよ。

3 　 sを実数とし，数列 {an}を

a1 = s， (n + 2)an+1 = nan + 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

　で定める。以下の問いに答えよ。

(1) an を nと sを用いて表せ。

(2) ある正の整数mに対して
m∑

n=1

an = 0が成り立つとする。sをmを用いて

　表せ。

4 　実数 a =
√

5 − 1
2

に対して，整式 f(x) = x2 − ax + 1を考える。

(1) 整式 x4 + x3 + x2 + x + 1は f(x)で割り切れることを示せ。

(2) 方程式 f(x) = 0の虚数解であって虚部が正のものを αとする。αを極形式

　で表せ。ただし，r5 = 1を満たす実数 rが r = 1のみであることは，認めて
　使用してよい。

(3) 設問 (2)の虚数 αに対して，α2023 + α−2023 の値を求めよ。

5 　四面体 OABCにおいて，
−→
a =

−→
OA，

−→
b =

−→
OB，

−→
c =

−→
OCとおき，次が成り

　立つとする。

∠AOB = 60◦， |−→a | = 2， |−→b | = 3， |−→c | =
√

6，
−→
b · −→c = 3

　ただし
−→
b · −→c は，2つのベクトル

−→
b と

−→
c の内積を表す。さらに，線分 OCと線

　分 ABは垂直であるとする。点 Cから 3点 O，A，Bを含む平面に下した垂線を
　 CHとし，点 Oから 3点 A，B，Cを含む平面に下ろした垂線を OKとする。

(1)
−→
a · −→b と −→

c · −→a を求めよ。

(2) ベクトル
−→
OHを

−→
a と

−→
b を用いて表せ。

(3) ベクトル
−→
c とベクトル

−→
HKは平行であることを示せ。

6 　関数 f(x) = −1
2
x − 4

6x + 1
について，以下の問いに答えよ。

(1) 曲線 y = f(x)の接線で，傾きが 1であり，かつ接点の x座標が正であるも

　のの方程式を求めよ。

(2) 座標平面上の 2点 P(x, f(x))，Q(x + 1, f(x) + 1)を考える。xが 0≦ x≦ 2
　の範囲を動くとき，線分 PQが通過してできる図形 S の概形を描け。また S

　の面積を求めよ。



2022年　東北大学　（理系）　前期

1 　K を 3より大きな奇数とし，l + m + n = K を満たす正の奇数の組 (l, m, n)

　の個数N を考える。ただし，たとえば，K = 5のとき，(l, m, n) = (1, 1, 3)と

　 (l, m, n) = (1, 3, 1)とは異なる組とみなす。

(1) K = 99のとき，N を求めよ。

(2) K = 99のとき，l，m，nの中に同じ奇数を 2つ以上含む組 (l, m, n)の個数を求めよ。

(3) N ＞K を満たす最小のK を求めよ。

2 　 aを実数とし，実数 xの関数 f(x) = (x2 + 3x + a)(x + 1)2 を考える。

(1) f(x)の最小値が負となるような aのとりうる値の範囲を求めよ。

(2) a＜ 2のとき，f(x)は 2つの極小値をもつ。このとき，f(x)が極小となる x

　の値を α1，α2 (α1＜α2) とする。f(α1)＜ f(α2)を示せ。

(3) f(x)が x＜β において単調減少し，かつ，x = β において最小値をとると

　する。このとき，aのとりうる値の範囲を求めよ。

3 　正の整数 nに対して，

Sn =
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
とする。

(1) 正の実数 xに対して，次の不等式が成り立つことを示せ。
x

2 + x
≦
√

1 + x − 1≦
x

2
(2) 極限値 lim

n→∞
Sn を求めよ。

4 　 xy平面の第 1象限内において，直線 ℓ : y = mx (m＞ 0)と x軸の両方に接

　している半径 aの円を C とし，円 C の中心を通る直線 y = tx (t＞ 0)を考える。

　また，直線 ℓと x軸，および，円 C のすべてにそれぞれ 1点で接する円の半径を

　 bとする。ただし，b＞ aとする。

(1) mを用いて tを表せ。

(2) tを用いて
b

a
を表せ。

(3) 極限値 lim
m→+0

1
m

(
b

a
− 1

)
を求めよ。

5 　座標空間内において，ベクトル
−→
a = (1, 2, 1)，

−→
b = (1, 1, −1)，

−→
c = (0, 0, 1)，

が定める 2直線

ℓ : s
−→
a，　 ℓ′ : t

−→
b +

−→
c 　 (s，tは実数)

を考える。点 A1 を原点 (0, 0, 0)とし，点 A1 から直線 ℓ′ に下ろした垂線を A1B1

とおく。次に，点 B1(t1
−→
b +

−→
c )から直線 ℓに下ろした垂線を B1A2 とおく。同様

に，点 Ak(sk
−→
a )から直線 ℓ′ に下ろした垂線を AkBk，点 Bk(tk

−→
b +

−→
c )から直線 ℓ

に下ろした垂線を BkAk+1 とする手順を繰り返して，点 An(sn
−→
a )，Bn(tn

−→
b +

−→
c )

(nは正の整数)を定める。

(1) sn を用いて sn+1 を表せ。

(2) 極限値 S = lim
n→∞

sn，T = lim
n→∞

tn を求めよ。

(3) (2)で求めた S，T に対して，点 A，Bをそれぞれ A(S
−→
a )，B(T

−→
b +

−→
c )と

　おくと，直線 ABは 2直線 ℓ，ℓ′ の両方と直交することを示せ。

6 　半径 1の円を底面とする高さが
√

3の直円柱と，半径が rの球を考える。

　直円柱の底面の円の中心と球の中心が一致するとき，直円柱の内部と球の内部の

　共通部分の体積 V (r)を求めよ。
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1 　 a，bを実数とする。曲線 y = ax2 + bx + 1が x軸の正の部分と共有点をも

　たないような点 (a, b)の領域を図示せよ。

2 　 a，bを 0＜ a＜ 1，0＜ b＜ 1を満たす実数とする。平面上の三角形 ABC
　を考え，辺 ABを a : 1 − aに内分する点を P，辺 BCを b : 1 − bに内分する点

　を Q，辺 CAの中点を Rとし，三角形 ABCの面積を S，三角形 PQRの面積を
　 T とする。

(1)
T

S
を a，bで表せ。

(2) a，bが 0＜ a＜
1
2
，0＜ b＜

1
2
の範囲を動くとき，

T

S
がとりうる値の範囲を

　求めよ。

(3) p，qを 3以上の整数とし，a =
1
p
，b =

1
q
とする。

T

S
の逆数

S

T
が整数とな

　るような p，qの組 (p, q)をすべて求めよ。

3 　正八角形 A1A2 · · ·A8 について，以下の問いに答えよ。

(1) 3個の頂点を結んでできる三角形のうち，直角三角形であるものの個数を求
　めよ。

(2) 3個の頂点を結んでできる三角形のうち，直角三角形でも二等辺三角形でも
　ないものの個数を求めよ。

(3) 4個の頂点を結んでできる四角形のうち，次の条件 (＊)を満たすものの個数
　を求めよ。

(＊) 四角形の 4個の頂点から 3点を選んで直角三角形を作れる。

4 　座標平面において，次の条件 (＊)を満たす直線 ℓを考える。

(＊) ℓの傾きは 1で，曲線 y = x3 − 2xと異なる 3点で交わる。

その交点を x座標が小さなものから順に P，Q，Rとし，さらに線分 PQの中点を
S とする。

(1) 点 Rの座標を (a, a3 − 2a)とするとき，点 Sの座標を求めよ。

(2) 直線 ℓが条件 (＊)を満たしながら動くとき，点 Sの軌跡を求めよ。

(3) 直線 ℓが条件 (＊)を満たしながら動くとき，線分 PSが動いてできる領域の
　面積を求めよ。

5 　 zを複素数とする。複素数平面上の 3点 O(0)，A(z)，B(z2)について，以下
の問いに答えよ。

(1) 3点 O，A，Bが同一直線上にあるための zの必要十分条件を求めよ。

(2) 3点 O，A，Bが二等辺三角形の頂点になるような z全体を複素数平面上に

　図示せよ。

(3) 3点 O，A，Bが二等辺三角形の頂点であり，かつ zの偏角 θが 0≦θ≦
π

3
　を満たすとき，三角形 OABの面積の最大値とそのときの zの値を求めよ。

6 　以下の問いに答えよ。

(1) 正の実数 aと正の整数 nに対して次の等式が成り立つことを示せ。ただし，

　 eは自然対数の底とする。

ea = 1 + a +
a2

2!
+ · · · + an

n!
+

∫ a

0

(a − x)n

n!
ex dx

(2) 正の実数 aと正の整数 nに対して次の不等式を示せ。

an+1

(n + 1)!
≦

∫ a

0

(a − x)n

n!
ex dx≦

eaan+1

(n + 1)!

(3) 不等式 ∣∣∣∣ e −
(

1 + 1 +
1
2!

+ · · · + 1
n!

) ∣∣∣∣＜ 10−3

　を満たす最小の正の整数 nを求めよ。必要ならば 2＜ e＜ 3であることは
　証明なしに用いてもよい。
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1 　 AB=1，AC=1，BC=
1
2
である△ABCの頂点 Bから辺 ACに下ろし

た垂線と辺 ACとの交点を Hとする。

(1) ∠BACを θと表すとき，cos θ，sin θの値を求めよ。

(2) 実数 sは 0＜ s＜ 1の範囲を動くとする。辺 BHを s : (1 − s)に内分する
　点を Pとするとき，AP2+BP2+CP2 の最小値およびそのときの sの値

　を求めよ。

2 　 aを 0でない実数とする。xy平面において，円 C : x2 − 2ax + y2 − 4y + 4 = 0，
直線 L : −4x + 3y + a = 0，直線M : 3x + 4y − 7a = 0を考える。

(1) LとM の交点が C 上にあるような aの値を求めよ。

(2) C と Lが異なる 2つの共有点をもつような aの値の範囲を求めよ。

(3) 集合 { P | 点 Pは C と Lの共有点 } ∪ { P | 点 Pは C とM の共有点 }
　の要素の個数が 3となるような aの値をすべて求めよ。

3 　 nを正の整数，a，bを 0以上の整数とする。

(1) n≧ 3のとき不等式 2n + n2 + 8＜ 3n が成り立つことを示せ。

(2) 不等式 2n + n2 + 8≧ 3n を満たす nをすべて求めよ。

(3) 等式 2n + n2 + 8 = 3n + an + bを満たす a，b，nの組 (a, b, n)をすべて求めよ。

4 　白玉 3個，赤玉 2個の合計 5個の玉が入った箱と硬貨がある。箱から無作
為に玉を 1個取り出し，硬貨を投げて表が出たら，その玉は手元に残し，裏が出
たら箱に戻す試行を行う。試行後に箱の中の玉がなくなったら試行は停止する。

また，最初手元に玉はないものとする。

(1) 2回の試行の結果，手元に白玉が 2個ある確率を求めよ。

(2) 3回の試行の結果，手元の玉が白玉 1個，赤玉 1個の計 2個となる確率を求めよ。

(3) nを 5以上の整数とし，ちょうど n回目で試行が停止する確率 pn を求めよ。

(4) (3)の確率 pn が最大となる nを求めよ。

5 　実数 tに対して複素数 z =
−1
t + i

を考える。ただし，iは虚数単位とする。

(1) zの実部と虚部をそれぞれ tを用いて表せ。

(2) 絶対値
∣∣∣∣z − i

2

∣∣∣∣を求めよ。
(3) 実数 tが −1≦ t≦ 1の範囲を動くとき，点 zはどのような図形を描くか。

　複素数平面上に図示せよ。

6 　正の整数m，nに対して実数 A(m,n)を次の定積分で定める。

A(m,n) =
∫ π

2

0

cosm x sinn xdx

(1) 次の等式が成り立つことを示せ。

A(m,n) = A(n, m)，A(m + 2, n) + A(m,n + 2) = A(m, n)

(2) A(m, 1)を求めよ。

(3) 次の等式が成り立つことを示せ。

A(m,n + 2) =
n + 1
m + 1

A(m + 2, n)

(4) mまたは nが奇数ならば，A(m,n)は有理数であることを示せ。
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1 　 xy平面における曲線 y = sinxの 2つの接線が直行するとき，その交点の

　 y座標の値をすべて求めよ。

2 　 aを 1ではない正の実数とし，nを正の整数とする。次の不等式を考える。

loga (x − n)＞
1
2

loga (2n − x)

(1) n = 6のとき，この不等式を満たす整数 xをすべて求めよ。

(2) この不等式を満たす整数 xが存在するための nについての必要十分条件を求めよ。

3 　 aを実数とし，数列 {xn}を次の漸化式によって定める。

x1 = a，xn+1 = xn + x2
n 　 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) a＞ 0のとき，数列 {xn}が発散することを示せ。

(2) −1＜ a＜ 0のとき，すべての正の整数 nに対して −1＜ xn＜ 0が成り立つことを示せ。

(3) −1＜ a＜ 0のとき，数列 {xn}の極限を調べよ。

4 　実数を係数にもつ整式 A(x)を x2 + 1で割った余りとして得られる整式を [A(x)]と表す。

(1) [2x2 + x + 3]，[x5 − 1]，[[2x2 + x + 3][x5 − 1]]をそれぞれ求めよ。

(2) 整式 A(x)，B(x)に対して，次の等式が成り立つことを示せ。

[A(x)B(x)] = [[A(x)][B(x)]]

(3) 実数 θに対して，次の等式が成り立つことを示せ。

[(x sin θ + cos θ)2] = x sin 2θ + cos 2θ

(4) 次の等式を満たす実数 a，bの組 (a, b)をすべて求めよ。

[(ax + b)4] = −1

5 　
(1) 次の等式が成り立つことを示せ。∫ 1

−1

sin2 (πx)
1 + ex

dx =
∫ 1

0

sin2 (πx)dx =
1
2

(2) 次の等式を満たす関数 f(x)を求めよ。

(1 + ex)f(x) = sin2 (πx) +
∫ 1

−1

(ex − et + 1)f(t)dt

6 　 10個の玉が入っている袋から 1個の玉を無作為に取り出し，新たに白玉 1個を

　袋に入れるという試行を繰り返す。初めに，袋には赤玉 5個と白玉 5個が入って

　いるとする。この試行をm回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で k個で

　ある確率を p(m, k)とする。2以上の整数 nに対して，以下の問いに答えよ。

(1) p(n + 1, 2)を p(n, 2)と p(n, 1)を用いて表せ。

(2) p(n, 1)を求めよ。

(3) p(n, 2)を求めよ。
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1 　　 xy平面における 2つの放物線 C : y = (x − a)2 + b，D : y = −x2 を考える。

(1) C とDが異なる 2点で交わり，その 2交点の x座標の差が 1となるよう

に実数 a，bが動くとき，C の頂点 (a, b)の軌跡を図示せよ。

(2) 実数 a，bが (1)の条件を満たしながら動くとき，C とDの 2交点を結ぶ

直線が通過する範囲を求め，図示せよ。

2 　　 nを 2以上，aを 1以上の整数とする。箱の中に，1から nまでの番号札

がそれぞれ 1枚ずつ，合計 n枚入っている。この箱から，1枚の札を無作為に取

り出して元に戻す，という試行を a回繰り返す。ちょうど a回目の試行でそれま

でに取り出した札に書かれた数の和がはじめて n以上となる確率を p(a)とする。

(1) p(1)と p(n)を求めよ。

(2) p(2)を求めよ。

(3) nが 3以上の整数のとき p(3)を求めよ。

3 　　整数 a，bは等式

3a − 2b = 1 · · · · · · 1⃝

を満たしているとする。

(1) a，bはともに正となることを示せ。

(2) b＞ 1ならば，aは偶数であることを示せ。

(3) 1⃝を満たす整数の組 (a, b)をすべてあげよ。

4 　　三角形 ABCの内接円の半径を r，外接円の半径を Rとし，h =
r

R
とする。

また，∠A = 2α，∠B = 2β，∠C = 2γ とおく。

(1) h = 4 sin α sinβ sin γ となることを示せ。

(2) 三角形 ABCが直角三角形のとき h≦
√

2 − 1が成り立つことを示せ。また，

等号が成り立つのはどのような場合か。

(3) 一般の三角形 ABCに対して，h≦
1
2
が成り立つことを示せ。また，等号が

成り立つのはどのような場合か。

5 　　 αを複素数とする。複素数 zの方程式

z2 − αz + 2i = 0 · · · · · · 1⃝

について，以下の問いに答えよ。ただし，iは虚数単位とする。

(1) 方程式 1⃝が実数解をもつように αが動くとき，点 αが複素数平面上に描

く図形を図示せよ。

(2) 方程式 1⃝が絶対値 1の複素数を解にもつように αが動くとする。原点を

中心に αを
π

4
回転させた点を表す複素数を β とするとき，点 β が複素数

平面上に描く図形を図示せよ。

6 　　 xy平面内の図形

S :


x + y2≦ 2
x + y≧ 0
x − y≦ 2

を考える。図形 S を直線 y = −xのまわりに 1回転して得られる立体の体積を V とする。

(1) S を xy平面に図示せよ。

(2) V を求めよ。
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1 　 a，bを実数とする。y =| x2 − 4 |で表される曲線を C とし，y = ax + bで

表される直線を lとする。

(1) lが点 (−2, 0)を通り，lと C がちょうど 3つの共有点をもつような a，bの

条件を求めよ。

(2) lと C がちょうど 3つの共有点をもつような点 (a, b)の軌跡を ab平面上に

図示せよ。

2 　　 A君と B君はそれぞれ，0から 5までの数字が 1つずつ書かれた 6枚の

カードが入った箱を 1つもっている。2人は，自分の箱の中から無作為に 3枚の

カードを取り出して得点を競うゲームをする。取り出された 3枚のカードに 0が

含まれていない場合の得点は 3枚のカードに書かれた数の平均値とし，0が含ま

れている場合は残り 2枚のカードに書かれた数の合計とする。このとき，次の問

いに答えよ。

(1) A君，B君の少なくとも一方が 0を取り出して，しかも双方とも得点が 3点

となる確率を求めよ。

(2) A君の得点が B君の得点より大きいときの，A君の得点が整数ではない確

率を求めよ。

3 　 a，b，cを 1以上 7以下の互いに異なる整数とする。

(1) 2次方程式 ax2 + bx + c = 0が有理数解をもつような組 (a, b, c)の総数を求

めよ。

(2) 2次方程式 ax2 + bx + c = 0が少なくとも一つの整数解をもつような組

(a, b, c)の総数を求めよ。

4 　 sを正の実数とする。鋭角三角形 ABCにおいて，辺 ABを s : 1に内分す

る点を Dとし，辺 BCを s : 3に内分する点を Eとする。線分 CDと線分 AEの交

点を Fとする。以下の問いに答えよ。

(1)
−→
AF = α

−→
AB + β

−→
ACとするとき，αと β を求めよ。

(2) Fから辺 ACに下ろした垂線を FGとする。FGの長さが最大となるときの

sを求めよ。

5 　 α，β，γ を複素数とし，

zz + αz + βz + γ = 0 · · · · · · (＊)

を満たす複素数 zを考える。以下の問いに答えよ。

(1) zは

(α − β)z − (α − β)z + γ − γ = 0

を満たすことを示せ。

(2) | α |=| β |̸= 0と仮定し，また γ は負の実数であると仮定する。このとき，(＊)

を満たす zがちょうど 2個あるための必要十分条件を α，β を用いて表せ。

6 　 a，b，cを実数とし，

I(a, b) =
∫ π

2

0

eax cos bx dx, J(a, b, c) =
∫ π

2

0

eax sin bx sin cx dx

とおく。ただし，a ̸= 0とする。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) I(a, b)を求めよ。

(2) J(a, b, c)を I(a, b + c)と I(a, b − c)を用いて表せ。

(3) 次の極限を求めよ。

lim
t→∞

8
∫ π

2

0

ex sin tx sin 2tx cos 3tx cos 4tx dx
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1 　鋭角三角形△ABCにおいて，頂点 A，B，Cから各対辺に

　垂線 AD，BE，CFを下ろす。これらの垂線は垂心 Hで交

　わる。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 四角形 BCEFと AFHEが円に内接することを示せ。

(2) ∠ADE = ∠ADFであることを示せ。

2 　以下の問いに答えよ。

(1) 6以上の整数 nに対して不等式

2n＞ n2 + 7

が成り立っていることを数学的帰納法により示せ。

(2) 等式

pq = qp + 7

を満たす素数の組 (p, q)をすべて求めよ。

3 　サイコロを 3回振って出た目の数をそれぞれ順に a，b，cとする。

　以下の問いに答えよ。

(1) a，b，cがある直角三角形の 3辺の長さとなる確率を求めよ。

(2) a，b，cがある鈍角三角形の 3辺の長さとなる確率を求めよ。

4 　多項式 P (x)を

P (x) =
(x + i)7 − (x − i)7

2i

　により定める。ただし，iは虚数単位とする。以下の問いに答えよ。

(1) P (x) = a0x
7 + a1x

6 + a2x
5 + a3x

4 + a4x
3 + a5x

2 + a6x + a7 とするとき，

係数 a0, · · · , a7 をすべて求めよ。

(2) 0＜θ＜πに対して

P

(
cos θ

sin θ

)
=

sin 7θ

sin7 θ

が成り立つことを示せ。

(3) (1)で求めた a1, a3, a5, a7 を用いて，多項式 Q(x) = a1x
3 + a3x

2 + a5x + a7 を

考える。θ =
π

7
にして，k = 1, 2, 3について

xk =
cos2 kθ

sin2 kθ

とおく。このとき，Q(xk) = 0が成り立つことを示し，x1 + x2 + x3 の値を求めよ。

5 　空間内に，直線 lで交わる 2平面 α，β と交線 lの 1点 Oがある。

　さらに平面 α上の直線mと平面 β 上の直線 nを，どちらも点 Oを

　通り lに垂直にとる。m，n上にそれぞれ P，Qがあり，

OP=
√

3，OQ= 2，PQ= 1

　であるとする。線分 PQ上の動点 Tについて，PT= tとおく。

　点 Tを中心とした半径
√

2の球 S を考える。

　このとき，以下の問いに答えよ。

(1) S の平面 αによる切り口の面積を tを用いて表せ。

(2) S の平面 αによる切り口の面積と S の平面 β による切り口の

面積の和を f(t)とおく。Tが線分 PQ上を動くとき，f(t)の

最大値と，そのときの tの値を求めよ。

6 　関数

f(x) =
∫ π

0

| sin (t − x) − sin 2t | dt

　の区間 0≦ x≦πにおける最大値と最小値を求めよ。
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1 　 xy平面において，次の式が表す曲線を C とする。

x2 + 4y2 = 1，　 x＞ 0，　 y＞ 0

　 Pを C 上の点とする。Pで C に接する直線を lとし，Pを通り lと垂直な直線

　をmとして，x軸と y軸とmで囲まれてできる三角形の面積を S とする。Pが

　 C 上の点全体を動くとき，S の最大値とそのときの Pの座標を求めよ。

2 　 xy平面において，3次関数 y = x3 − xのグラフを C とし，不等式

x3 − x＞ y＞− x

　の表す領域をDとする。また，PをDの点とする

(1) Pを通り C に接する直線が 3本存在することを示せ。

(2) Pを通り C に接する 3本の直線の傾きの和と積がともに 0となるような P

　の座標を求めよ。

3 　サイコロを 3回投げて出た目の数を順に p1，p2，p3 とし，xの 2次方程式

2p1x
2 + p2x + p3 = 0 · · · (＊)

　を考える

(1) 方程式 (＊)が実数解をもつ確率を求めよ。

(2) 方程式 (＊)が実数でない 2つの複素数解 α，β をもち，かつ αβ = 1が成り

　立つ確率を求めよ。

(3) 方程式 (＊)が実数でない 2つの複素数解 α，β をもち，かつ αβ＜ 1が成り

　立つ確率を求めよ。

4 　 a＞ 0を実数とする。n = 1, 2, 3, · · · に対し，座標平面の 3点(
2nπ, 0

)
，　

(
(2n +

1
2
)π,

1
{(2n + 1

2 )π}a

)
，　

(
(2n + 1)π, 0

)
　を頂点とする三角形の面積を An とし，

Bn =
∫ (2n+1)π

2nπ

sinx

xa
dx，　 Cn =

∫ (2n+1)π

2nπ

sin2 x

xa
dx

　とおく。

(1) n = 1, 2, 3, · · · に対し，次の不等式が成り立つことを示せ。
2

{(2n + 1)π}a
≦ Bn≦

2
(2nπ)a

(2) 極限値 lim
n→∞

An

Bn
を求めよ。

(3) 極限値 lim
n→∞

An

Cn
を求めよ。

5 　 t＞ 0を実数とする。座標平面において，3点 A(−2, 0)，B(2, 0)，C(t,
√

3t)，

　を頂点とする三角形 ABPを考える。

(1) 三角形 ABPが鋭角三角形となるような tの範囲を求めよ。

(2) 三角形 ABPの垂心の座標を求めよ。

(3) 辺 AB，BP，PAの中点をそれぞれM，Q，Rとおく。tが (1)で求めた範囲を

　動くとき，三角形 ABPを線分MQ，QR，RMで折り曲げてできる四面体の

　体積の最大値と，そのときの tの値を求めよ。

6 　 k≧ 2と nを自然数とする。nが k個の連続する自然数の和であるとき，

　すなわち，

n = m + (m + 1) + · · · + (m + k − 1)

　が成り立つような自然数mが存在するとき，nを k-連続和とよぶことにする。

　ただし，自然数とは 1以上の整数のことである。

(1) nが k-連続和であることは，次の条件 (A)，(B)の両方が成り立つことと同

　値であることを示せ。

(A)
n

k
− k

2
+

1
2
は整数である。

(B) 2n＞ k2 が成り立つ。

(2) f を自然数とする。n = 2f のとき，nが k-連続和となるような自然数 k≧ 2

　は存在しないことを示せ。

(3) f を自然数とし，pを 2でない素数とする。n = pf のとき，nが k-連続和

　となるような自然数 k≧ 2の個数を求めよ。
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1 　 x = t +
1
3t

(
0＜ t≦

1
2

)
とする。

(1) xのとり得る値の範囲を求めよ。

(2) xの方程式 x2 + ax + b = 0が (1)の範囲に少なくとも 1つの解を
もつような点 (a, b)の存在範囲を図示せよ。

2 　下図のような平行六面体 OABC-DEFGが xyz平面にあり，O(0, 0, 0)，

　 A(2, 0, 0)，C(0, 3, 0)，D(−1, 0,
√

6)とする。辺 ABの中点をMとし，

　辺 DG上の点 NをMN= 4かつ DN＜GNを満たすように定める。

(1) Nの座標を求めよ。

(2) 3点 E，M，Nを通る平面と y軸との交点 Pを求めよ。

(3) 3点 E，M，Nを通る平面による平行六面体 OABC-DEFGの切り口の面積を求めよ。

O

A B

C

D

E

G

F

3 　 1，2，3，4，5のそれぞれの数字が書かれた玉が 2個ずつ，合計 10個ある。

(1) 10個の玉を袋に入れ，よくかき混ぜて 2個の玉を取り出す。書かれている

2つの数字の積が 10となる確率を求めよ。

(2) 10個の玉を袋に入れ，よくかき混ぜて 4個の玉を取り出す。書かれている

4つの数字の積が 100となる確率を求めよ。

(3) 10個の玉を袋に入れ，よくかき混ぜて 6個の玉を順に取り出す。1個目か

ら 3個目の玉に書かれている 3つの数字の積と，4個目から 6個目の玉に

書かれている 3つの数字の積が等しい確率を求めよ。

4 　不等式 1≦ x2 + y2≦ 4が表す xy平面内の領域をDとする。Pを円 x2 + y2 = 1

　上の点，Qと Rを円 x2 + y2 = 4上の異なる 2点とし，三角形 PQRは領域Dに

　含まれているとする。a，bを実数とし，行列 A =

(
a −b

b a

)
を表す 1次変換に

　より Pは P′，Qは Q′，Rは R′ に移されるとする。このとき，三角形 P′Q′R′ が

　領域Dに含まれるための a，bの必要十分条件を求めよ。ただし，三角形は内部

　も含めて考えるものとする。

5 　整数 nに対して，

In =
∫ π

2

π
4

cos ((2n + 1)x)
sinx

dx

　とする。

(1) I0 を求めよ。

(2) nを正の整数とするとき，In − In−1 を求めよ。

(3) I5 を求めよ。

6 　以下の問いに答えよ。

(1) nを自然数，aを正の定数として，

f(x) = (n + 1){log (a + x) − log (n + 1)} − n(log a − log n) − log x

とおく。x＞ 0における関数 f(x)の極値を求めよ。ただし，対数は自然対数

とする。

(2) nが 2以上の自然数のとき，次の不等式が成り立つことを示せ。

1
n

n∑
k=1

k + 1
k
＞ (n + 1)

1
n
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1 　 kを実数とする。3次式 f(x) = x3 − kx2 − 1に対し，方程式 f(x) = 0の 3つ

　の解を α，β，γ とする。g(x)は x3 の係数が 1である 3次式で，方程式 g(x) = 0

　の 3つの解が αβ，βγ，γαであるものとする。

(1) g(x)を kを用いて表せ。

(2) 2つの方程式 f(x) = 0と g(x) = 0が共通の解をもつような kの値を求めよ。

2 　四面体 OABCにおいて，OA=OB=OC=1とする。

　 ∠AOB = 60◦，∠BOC = 45◦，∠COA = 45◦ とし，
−→
a =

−→
OA，

−→
b =

−→
OB，

−→
c =

−→
OC

　とおく。点 Cから面 OABに垂線を引き，その交点を Hとする。

(1) ベクトル
−→
OHを

−→
a と

−→
b を用いて表せ。

(2) CHの長さを求めよ。

(3) 四面体 OABCの体積を求めよ。

3 　 A，Bの 2人が，サイコロを 1回ずつ交互に投げるゲームを行う。自分の出し

　たサイコロの目を合計して先に 6以上になった方を勝ちとし，その時点でゲーム

　を終了する。Aから投げ始めるものとし，以下の問いに答えよ。

(1) Aがちょうど 2回投げて Aが勝ちとなる確率を求めよ。

(2) Aがちょうど 2回投げて Bが勝ちとなる確率を求めよ。

(3) Aがちょうど 3回投げて，その時点でゲームが終了していない確率を求めよ。

4 　数列 {an}と {bn}を

an =
∫ π

6

−π
6

en sin θdθ，bn =
∫ π

6

−π
6

en sin θ cos θdθ (n = 1, 2, 3, · · · )

　で定める。ただし，eは自然対数の底とする。

(1) 一般項 bn を求めよ。

(2) すべての nについて，bn≦ an≦
2√
3
bn が成り立つことを示せ。

(3) lim
n→∞

1
n

log (nan)を求めよ。ただし，対数は自然対数とする。

5 　 2次の正方行列 Aを A =


− 1√

2
− 1√

2

1√
2

− 1√
2

で定める。n = 1, 2, 3, · · ·

　に対して，Pn(xn, yn)を関係式(
xn

yn

)
= A

(
xn−1

yn−1

)
+

(
1
0

)
(n = 1, 2, 3, · · · )

　で定める。ただし，x0 = 1，y0 = 0とする。

(1) A4 を求めよ。

(2) n = 1, 2, 3, · · · に対して，(
xn

yn

)
= (E − An+1)(E − A)−1

(
1
0

)
が成り立つことを示せ。ただし，E は 2次の単位行列とする。

(3) 原点 Oから Pn までの距離 OPn が最大となる nを求めよ。

6 　半径が 1の円を底面とする高さ
1√
2
の直円柱がある。底面の円の中心を Oと

　し，直径を 1つ取り ABとおく。ABを含み底面と 45◦ の角度をなす平面でこの

　直円柱を 2つの部分に分けるとき，体積の小さい方の部分を V とする。

(1) 直径 ABと直交し，Oとの距離が t (0≦ t≦ 1)であるような平面で V を

切ったときの断面積 S(t)を求めよ。

(2) V の体積を求めよ。
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1 　 s，tを実数をする。以下の問いに答えよ。

(1) x = s + t + 1，y = s − t − 1とおく。s，tが，s≧ 0，t≧ 0の範囲を動く

とき，点 (x, y)の動く範囲を座標平面上に図示せよ。

(2) x = st + s − t + 1，y = s + t − 1とおく。s，tが実数全体を動くとき，

点 (x, y)の動く範囲を座標平面上に図示せよ。

2 　mを実数とする。座標平面上で直線 y = xに関する対称移動を表す 1次変換を
　 f とし，直線 y = mxに関する対称移動を表す 1次変換を gとする。以下の問い

　に答えよ。

(1) 1次変換 gを表す行列 Aを求めよ。

(2) 合成変換 g ◦ f を表す行列 B を求めよ。

(3) B3 =

(
1 0
0 1

)
となるmをすべて求めよ。

3 　袋 A，袋 Bのそれぞれに，1からN までの自然数がひとつずつ書かれたN 枚の

　カードが入っている。これらのカードをよくかきまぜて取り出していく。以下の

　問いに答えよ。

(1) N = 4とする。袋 A，Bのそれぞれから同時に 1枚ずつカードを取り出し，

数字が同じかどうかを確認する操作を繰り返す。ただし，取り出したカードは

元には戻さないものとする。4回のカードの取り出し操作が終わった後，数字

が一致していた回数をX とする。X = 1，X = 2，X = 3，X = 4となる確率

をそれぞれ求めよ。また，X の期待値を求めよ。

(2) N = 3とし，nは自然数とする。袋 A，Bのそれぞれから同時に 1枚ずつ

カードを取り出し，カードの数字が一致していたら，それらのカードを取り除

き，一致していなかったら，元の袋に戻すという操作を繰り返す。カードが初

めて取り除かれるのが n回目で起こる確率を pn とし，n回目の操作ですべて

のカードが取り除かれる確率を qn とする。pn と qn を求めよ。

4 　 0≦ x≦πに対して，関数 f(x)を

f(x) =
∫ π

2

0

cos | t − x |
1 + sin | t − x |

dt

と定める。f(x)の 0≦ x≦πにおける最大値と最小値を求めよ。

5 　長さ 1の線分 ABを直径とする円周 C 上に点 Pをとる。ただし，点 Pは点

　 A，Bとは一致していないとする。線分 AB上の点 Qを ∠BPQ =
π

3
となるよう

　にとり，線分 BPの長さを xとし，線分 PQの長さを yとする。以下の問いに答

　えよ。

(1) yを xを用いて表せ。

(2) 点 Pが 2点 A，Bを除いた円周 C 上を動くとき，yが最大となる xを求めよ。

6 　数列 {an}を

a1 = 1， an+1 =
√

3an + 4
2an + 3

(n = 1, 2, 3, · · · )

　で定める。以下の問いに答えよ。

(1) n≧ 2のとき，an＞ 1となることを示せ。

(2) α2 =
3α + 4
2α + 3

を満たす正の実数 αを求めよ。

(3) すべての自然数 nに対して，an＜αとなることを示せ。

(4) 0＜ r＜ 1を満たすある実数 rに対して，不等式

α − an+1

α − an
≦ r (n = 1, 2, 3, · · · )

が成り立つことを示せ。また， lim
n→∞

an を求めよ。
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1 　実数 aに対し，不等式

y≦ 2ax − a2 + 2a + 2

　の表す座標平面上の領域をD(a)とおく。

(1) −1≦ a≦ 2を満たすすべての aに対しD(a)の点となるような点 (p, q)

の範囲を求めよ。

(2) −1≦ a≦ 2を満たすいずれかの aに対しD(a)の点となるような点

(p, q)の範囲を求めよ。

2 　 aを実数とする。円 C は点 (a, −a)で直線 y = −xを接線にもち，点 (0, 1)

　を通るものとする。C の中心を P(X, Y )として，以下の問いに答えよ。

(1) X，Y を aを用いて表せ。

(2) aが動くときの点 Pの軌跡と直線 y = 1で囲まれる図形の面積を求めよ。

3 　先生と 3人の生徒 A，B，Cがおり，玉の入った箱がある。箱の中には最初，

　赤玉 3個，白玉 7個，全部で 10個の玉が入っている。先生がサイコロをふっ

　て，1の目が出たら Aが，2または 3の目が出たら Bが，その他の目が出たら

　 Cが箱の中から 1つだけ玉を取り出す操作を行う。取り出した玉は箱の中に戻さ

　ず，取り出した生徒のものとする。この操作を続けて行うものとして以下の問い

　に答えよ。

　　ただし，サイコロの 1から 6の目が出る確率は等しいものとし，また，箱の中

　のそれぞれの玉の取り出される確率は等しいものとする。

(1) 2回目の操作が終わったとき，Aが 2個の赤玉を手に入れている確率を求めよ。

(2) 2回目の操作が終わったとき，Bが少なくとも 1個の赤玉を手に入れている

確率を求めよ。

(3) 3回目の操作で，Cが赤玉を取り出す確率を求めよ。

4 　平面上の長さが 3の線分 OAを考え，ベクトル
−→
OAを

−→
a で表す。0＜ t＜ 1を満

　たす実数 tに対して，
−→
OP = t

−→
a となるように点 Pを定める。大きさ 2のベクトル

　
−→
b を

−→
a と角 θ (0＜θ＜π)をなすようにとり，点 Bを

−→
OB =

−→
b で定める。線分

　 OBの中点を Qとし，線分 AQと線分 BPの交点を Rとする。

　　このとき，どのように θをとっても
−→
ORと

−→
ABが垂直にならないような tの値の

　範囲を求めよ。

5 　 aを実数，zを 0でない複素数とする。zと共役な複素数を zで表す。

(1) 次を満たす zを求めよ。

z + 1 − a

z
= 0

(2) 次を満たす zが存在するような aの範囲を求めよ。

z + 1 − a

z
= 0

(3) 次を満たす zが存在するような aの範囲を求めよ。

z(z)2 + z − a

z
= 0

6 　行列

A =

(
3 −1
4 −1

)
　の表す 1次変換を f とする。f による点 P(1, 1)の像を P1 とする。正の整数 n

　に対し，Pn の f による像を Pn+1 とする。Pn が点 Q(10, 10)に最も近くなると

　きの nの値を求めよ。
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1 　 f(x) = x3 + 3x2 − 9xとする。y＜ x＜ aを満たすすべての x，yに対して

f(x)＞
(x − y)f(a) + (a − x)f(y)

a − y

　が成り立つような aの範囲を求めよ。

2 　 a，bを正の実数とする。曲線 C : y = x3 − a2x + a3 と点 P(b, 0)を考える。

　以下の問いに答えよ。

(1) 点 Pから曲線 C に接線がちょうど 3本引けるような点 (a, b)の存在する領

域を図示せよ。

(2) 点 Pから曲線 C に接線がちょうど 2本引けるとする。2つの接点を A，B
としたとき，∠APBが 90◦ より小さくなるための aと bの条件を求めよ。

3 　 1，2，3，4の数字が 1つずつ書かれた 4枚のカードを用いて，次の手順で

　 5桁の整数をつくる。まず 1枚を取り出して現れた数字を 1の位とする。取り出

　した 1枚を元に戻し，4枚のカードをよく混ぜて，再び 1枚を取り出して現れた

　数字を 10の位とする。このような操作を 5回繰り返して，5桁の整数をつく

　る。得られた整数をX とするとき，以下の問いに答えよ。

(1) X に数字 1がちょうど 2回現れる確率を求めよ。

(2) X に数字 1と数字 2がちょうど 1回ずつ現れる確率を求めよ。

(3) X にちょうど 2回現れる数字が 1種類以上ある確率を求めよ。

4 　四面体 ABCDにおいて，辺 ABの中点をM，辺 CDの中点を Nとする。以下

　の問いに答えよ。

(1) 等式
−→
PA +

−→
PB =

−→
PC +

−→
PD

を満たす点 Pは存在するか。証明をつけて答えよ。

(2) 点 Qが等式

| −→QA +
−→
QB |=| −→QC +

−→
QD |

を満たしながら動くとき，点 Qが描く図形を求めよ。

(3) 点 Rが等式

|−→RA|
2

+ |−→RB|
2

= |−→RC|
2

+ |−→RD|
2

を満たしながら動くとき，内積
−−→
MN · −−→MRは Rのとり方によらず一定である

ことを示せ。

(4) (2)の点 Qが描く図形と (3)の点 Rが描く図形が一致するための必要十分条件

は |−→AB| = |−→CD|であることを示せ。

5 　 0＜ t＜ 3のとき，連立不等式{
0≦ y≦ sinx

0≦ x≦ t − y

　を表す領域を x軸のまわりに回転して得られる立体の体積を V (t)とする。

　
d

dt
V (t) =

π

4
となる tと，そのときの V (t)の値を求めよ。

6 　 xy平面において，原点を中心とし P(1, 0)を頂点の 1つとする正 6角形をX

　とする。Aを 2次の正方行列とし，X の各頂点 (x, y)に対して，行列 Aの表す

　移動 (
x′

y′

)
= A

(
x

y

)
　で得られる点 (x′, y′)はX の辺上の点（頂点を含む）であるとする。以下の問い

　に答えよ。

(1) 点 Pが行列 Aで表す移動で P自身に戻るとき，X の各頂点はX のいずれか

の頂点に移ることを示せ。また，そのときの行列 Aを求めよ。

(2) 点 Pが行列 Aの表す移動でX のある頂点に移るとき，X の各頂点のX のい

ずれかの頂点に移ることを示せ。また，そのときの行列 Aを求めよ。


