
定積分と面積　発展編

3分の 1公式 (2次関数)

-
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y = ax2 + bx + cℓ

α β

S x = β

l

放物線 C : y = ax2 + bx + c上の点 (α, aα2 + bα + c)

における接線を ℓとする。α＜β のとき，

C と ℓと直線 x = β で囲まれる部分の面積 S は

S =
| a |
3

(β − α)3

l = β − αとおくと，（lは x座標の幅）

S =
| a |
3

l3

(proof)　

接線 ℓを y = mx + nとすると ℓと C の接点の x座標が x = αなので

ax2 + bx + c = mx + nの重解が x = αだから，(ax2 + bx + c) − (mx + n) = a(x − α)2 と因数分解できる。

S =
∫ β

α

{(ax2 + bx + c) − (mx + n)}dx = a

∫ β

α

(x − α)2dx = a

[
1
3
(x − α)3

]β

α

=
a

3
(β − α)3 　　■

1 　放物線 C : y = 2x2 上の点 (1, 2)における接線を ℓとする。次の問いに答えよ。

(1) ℓの方程式を求めよ。 (2) Cと ℓと直線 x = 3で囲まれる部分の面積Sを求めよ。

【解答】 (1) y = 4x − 2 (2)
16
3

2 　放物線 C : y =
1
2
x2 上の点 (−2, 2)における接線を ℓとする。次の問いに答えよ。

(1) ℓの方程式を求めよ。 (2) Cと ℓと直線 x = 1で囲まれる部分の面積Sを求めよ。

【解答】 (1) y = −2x − 2 (2)
9
2
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12分の 1公式 (2次関数)　その１
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S

l

放物線 C : y = ax2 + bx + cと x = α，β（α＜β）

における接線をそれぞれ ℓ1，ℓ2 とするとき，

C と ℓ1 で囲まれる部分の面積 S は，

S =
| a |
12

(β − α)3

l = β − αとおくと，（lは x座標の幅）

S =
| a |
12

l3

2直線 ℓ1，ℓ2 の交点の x座標は
α + β

2
である。

(proof)　 ℓ1 : y = m1x + n1，ℓ2 : y = m2x + n2 とする。

2直線 ℓ1，ℓ2 の交点の x座標は
α + β

2
であるから，前々のページと同様に

(ax2 + bx + c) − (m1x + n1) = a(x − α)2，(ax2 + bx + c) − (m2x + n2) = a(x − β)2 であることより

S =
∫ α+β

2

α

{(ax2 + bx + c) − (m1x + n1)}dx +
∫ β

α+β
2

{(ax2 + bx + c) − (m2x + n2)}dx

= a

∫ α+β
2

α

(x − α)2dx + a

∫ β

α+β
2

(x − β)2dx = a

[
1
3
(x − α)3

]α+β
2

α

+ a

[
1
3
(x − β)3

]β

α+β
2

= a

{
1
3

(
β − α

2

)3

− 0
}

+ a

{
0 − 1

3

(
α − β

2

)3}
=

a

24
(β − α)2 +

a

24
(β − α)2 =

a

12
(β − α)3 　　■

3 　放物線 C : y = x2 − 1上に 2点 A(−1, 0)，B(3, 8)をとり，点 A，Bにおける C の接線を ℓ1，ℓ2 とする。

　 ℓ1，ℓ2 および C で囲まれた部分の面積 S を求めよ。

【解答】 S =
16
3

2



4 　放物線 y =
1
2
x2 − x + 2に原点から 2本の接線を引くとき，放物線と 2本の接線で囲まれた部分の面積 S を求めよ。

【解答】 S =
8
3

5 　放物線 y = x2 − x + 3に点 (1, −1)から引いた 2本の接線と放物線とで囲まれた図形の面積 S を求めよ。

【解答】 S =
16
3
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12分の 1公式 (2次関数)　その２
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y = ax2 + bx + c

y = ax2 + b′x + c′

ℓ

α β

S

l

2つの放物線 C1 : y = ax2 + bx + c，C2 : y = ax2 + b′x + c′

の両方に接する直線を ℓとする。ℓと C1，C2 の接点の x座標

をそれぞれ，α，β（α＜β）とするとき

C1 と C2 と ℓで囲まれる部分の面積 S は，

S =
| a |
12

(β − α)3

l = β − αとおくと，（lは x座標の幅）

S =
| a |
12

l3

C1，C2 の交点の x座標は
α + β

2
である。

(proof)　省略・・・12分の 1公式（2次関数）その 1と同じである。

6 　 2つの放物線を C1 : y = x2，C2 : y = x2 − 6x + 15とする。

(1) C1 と C2 の両方に接する直線 ℓの方程式を求めよ。

(2) C1，C2 および ℓによって囲まれた部分の面積 S を求めよ。

【解答】 (1) y = 2x − 1 (2) S =
9
4

4



7 　 2つの放物線を C1 : y = (x − 1)2，C2 : y = x2 − 6x + 5とする。

(1) C1 と C2 の両方に接する直線 ℓの方程式を求めよ。

(2) 放物線 C1 と C2 および直線 ℓとで囲まれる部分の面積 S を求めよ。

【解答】 (1) y = −2x + 1 (2) S =
2
3
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12分の 1公式 (3次関数)

-

6

x

y

O

y = ax3 + bx2 + cx + d

ℓ

α β

S

l

3次関数 C : y = ax3 + bx2 + cx + d（a＞ 0）上の x = β

である点における接線を ℓとし，ℓと 3次関数のもう一つ

の交点の x座標を x = αとする。

α＜β のとき，C と ℓで囲まれる部分の面積 S は，

S =
| a |
12

(β − α)4

l = β − αとおくと，（lは x座標の幅）

S =
| a |
12

l4

(proof)
ℓを y = mx + nとおくと，C と ℓが x = β で接して，x = αで交わるので

ax3 + bx2 + cx + d = mx + nの解が x = α，β(重解)となるから

(ax3 + bx2 + cx + d) − (mx + n) = a(x − α)(x − β)2 と因数分解できる。

S =
∫ β

α

{(ax3 + bx2 + cx + d) − (mx + n)}dx = a

∫ β

α

(x − α)(x − β)2dx = a

∫ β

α

(x − β + β − α)(x − β)2dx

= a

∫ β

α

{(x − β) + (β − α)}(x − β)2dx = a

∫ β

α

{(x − β)3 + (β − α)(x − β)2}dx

= a

[
1
4
(x − β)4 +

β − α

3
(x − β)3

]β

α

= a

(
0 −

{
1
4
(α − β)4 +

β − α

3
(α − β)3

})
= a

(
0 −

{
1
4
(β − α)4 − β − α

3
(β − α)3

})
= a

{
−1

4
(β − α)4 +

β − α

3
(β − α)3

}
= a

{(
−1

4
+

1
3

)
(β − α)4

}
=

a

12
(β − α)4 　　■

8 　曲線 C : y = x3 − 4x上に点 A(1, −3)をとる。

(1) 点 Aにおける接線 ℓの方程式を求めよ。

(2) 曲線 C と接線 ℓで囲まれた部分の面積 S を求めよ。

【解答】 (1) y = −x − 2 (2) S =
27
4

6



9 　曲線 y = x3 + x2 − 3x + 6上の点 (1, 5)における接線と，この曲線で囲まれた図形の面積 S を求めよ。

【解答】 S =
64
3

10 　曲線 y = 3x3 + 3x2 上の点 (−1, 0)における接線と，この曲線で囲まれた図形の面積 S を求めよ。

【解答】 S = 4

7



11 　曲線 y =| x2 − 2x |と直線 y = xで囲まれた 2つの部分の面積の和 S を求めよ。

【解答】 S =
13
6

12 　曲線 y =| x2 − x − 2 |と直線 y = x + 1で囲まれた 2つの部分の面積の和 S を求めよ。

【解答】 S =
13
3

8



13 　次の問いに答えよ。

(1) 関数 y =| 3x2 − 6x |のグラフをかけ。

(2) a≧ 0とし，S(a) =
∫ a+1

a

| 3x2 − 6x | dxとおくとき，S(a)を求めよ。

【解答】 S(a) =


−3a2 + 3a + 2 (0≦ a≦ 1)
2a3 − 3a2 − 3a + 6 (1≦ a≦ 2)
3a2 − 3a − 2 (2≦ a)

9



14 　 f(t) =
∫ 1

0

| x2 − 2tx | dxとおくとき，次の問いに答えよ。

(1) f(t)を求めよ。

【解答】 f(t) =


−t +

1
3

(t≦ 0)
8
3
t3 − t +

1
3

(
0≦ t≦

1
2

)
t − 1

3

(
1
2
≦ t

)
(2) f(t)の最小値と最小値を与える tの値を求めよ。

【解答】 t =
√

2
4
のとき，最小値

2 −
√

2
6
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３次関数と接線　番外編　 12分の 1公式ではない∫
(x + α)ndx =

1
n + 1

(x + α)n+1 + C（C は積分定数）

15 　曲線 C : y = x3 − 3x2 + 4上に点 A(1, 2)をとり，点 Aにおける接線を ℓとする。次の問いに答えよ。

(1) 接線 ℓの方程式を求めよ。

(2) 曲線 C と接線 ℓと直線 x = 3で囲まれる図形の面積 S を求めよ。

【解答】 (1) y = −3x + 5 (2) S = 4

16 　曲線 C : y = 2x3 + 6x2 − 3上に点 A(−1, 1)をとり，点 Aにおける接線を ℓとする。次の問いに答えよ。

(1) 接線 ℓの方程式を求めよ。

(2) 曲線 C と接線 ℓと直線 x = 2で囲まれる図形の面積 S を求めよ。

【解答】 (1) y = −6x − 5 (2) S =
81
2
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　まとめ

面積の 6分の 1公式
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y = ax2 + bx + c
y = mx + n

α β

S

S =
| a |
6

(β − α)3 =
| a |
6

l3

l

3分の 1公式 (2次関数)

!

"

x

y

O

y = ax2 + bx + c#

α β

S x = β

S =
| a |
3

(β − α)3 =
| a |
3

l3

l

12分の 1公式 (2次関数)　その１

!

"

x

y

O

y = ax2 + bx + c

#1

#2

α β

S

S =
| a |
12

(β − α)3 =
| a |
12

l3

l

2直線 #1，#2の交点の x座標は α + β

2
である。

12分の 1公式 (2次関数)　その２

!

"

x

y

O

C1

y = ax2 + bx + c

C2

y = ax2 + b′x + c′

#

α β

S

S =
| a |
12

(β − α)3 =
| a |
12

l3

l

C1，C2 の交点の x座標は α + β

2
である。

12分の 1公式 (3次関数)

!

"

x

y

O

y = ax3 + bx2 + cx + d

#

α β

S

S =
| a |
12

(β − α)4 =
| a |
12

l4

l

(x + α)n の不定積分→ 3分の 1公式∫
(x+α)ndx =

1

n + 1
(x+α)n+1+C

ただし，C は積分定数とする。

定積分の 6分の 1公式
∫ β

α
(x−α)(x− β)dx = −1

6
(β −α)3

定積分おまけ公式（最終兵器）
∫

uv(n) dx = uv(n−1) − u′v(n−2) + u′′v(n−3) − · · ·

+(−1)(n−1)u(n−1)v+(−1)n

∫
u(n)v dx

i

!

釉


























