
定積分と面積　 6分の 1公式基本編

定積分の 6分の 1公式

　

∫ β

α

(x − α)(x − β)dx = −1

6
(β − α)3

(proof)

　　次の定積分を求めよ。

(1)
∫ 1

−2

(x + 2)(x − 1)dx (2)
∫ 2

1

(x2 − 3x + 2)dx

【解答】 −9
2

【解答】 −1
6

(3)
∫ 1

1
2

(2x2 − 3x + 1)dx (4)
∫ 2+

√
3

2−
√

3

(x2 − 4x + 1)dx

【解答】 − 1
24

【解答】 −4
√

3

1



定積分の 6分の 1公式

　

∫ β

α

(x − α)(x − β)dx = −1

6
(β − α)3

面積の 6分の 1公式

-

6

x

y

O

y = ax2 + bx + c
y = mx + n

α β

S

ℓ

放物線 y = ax2 + bx + cと直線 y = mx + n

の交点の x座標を x = α，β とするとき

放物線と直線で囲まれる部分の面積 S は

S =
| a |
6

(β − α)3

ℓ = β − αとおくと，（ℓは x座標の幅）

S =
| a |
6

ℓ3

これらは定積分の 6分の 1公式で証明できる。

(proof)

S =
∫ β

α

{(mx + n) − (ax2 + bx + c)}dx

= −a

∫ β

α

(x − α)(x − β)dx

= −a ·
(
−1

6
(β − α)3

)
=

| a |
6

(β − α)3

■

← 2次方程式 mx + n = ax2 + bx + cすなわち

　 (mx + n) − (ax2 + bx + c) = 0
　の解が x = α，β だから

　 (mx+n)−(ax2+bx+c) = −a(x−α)(x−β)
　と因数分解することができる

1 　次の曲線や直線によって囲まれた部分の面積 S を求めよ。

(1) y = −x2 + 6x − 8，x軸 (2) y = x2 − 4x + 1，x軸

【解答】
4
3

【解答】 4
√

3

2



(3) y = −x2 + x + 1，y = 3x − 3 (4) y = 2x2 − 3x + 1，y = 2x − 1

【解答】
20

√
5

3
【解答】

9
8

(5) y = x2，y = −x2 + 2x + 4 (6) y = 2x2 − 6x + 4，y = −3x2 + 9x − 6

【解答】 9 【解答】
5
6

3



定積分と面積　 6分の 1公式応用編

2 　放物線 y = x2 − ax（a＞ 0）と x軸で囲まれた部分の面積が
4
3
になるような定数 aの値を求めよ。

【解答】 a = 2

3 　放物線 y = ax − x2 （a＞ 0）と x軸で囲まれた部分の面積が
9
2
になるような定数 aの値を求めよ。

【解答】 a = 3

4 　放物線 y = −x(x − 2)と x軸で囲まれた図形の面積が，y = axによって 2等分されるとき，定数 aの値を求めよ。

　ただし，0＜ a＜ 2とする。

【解答】 a = 2 − 3
√

4

4



5 　直線 y = kxが，放物線 y = 6x − x2 と x軸で囲まれた部分の面積を 2等分するように，定数 kの値を求めよ。

【解答】 k = 6 − 3 3
√

4

6 　放物線 y = x2 と，点 (1, 2)を通る直線で囲まれた部分の面積 S を最小にするような直線の方程式を求めよ。

【解答】 y = 2x

5



7 　放物線 y = x2 + x − 1と，原点を通る傾きmの直線で囲まれた部分の面積が最小となるように，mの値を定めよ。

　また，そのときの面積を求めよ。

【解答】 m = 1，面積
4
3

8 　 f(x) = ax3 + bx2 + cx + d（a ̸= 0）が異なる 2つの xの値 α，β で極値をとるとき，

　 f(α) − f(β) =
a

2
(β − α)3 が成り立つことを示せ。

6



9 　 3次関数 f(x) = x3 − 3mx2 + 3mxがある。ただし，mは定数とする。次の問いに答えよ。

(1) 関数 f(x)が極値をもつときのmの値の範囲を求めよ。

【解答】 m＜ 0，1＜m

(2) 関数 f(x)が x = αで極大値，x = β で極小値をとるとき，f(α) − f(β) = 8
√

2を満たすmの値を求めよ。

【解答】 m = −1, 2

7



10 　 aは 0ではない実数とする。関数 f(x) = (3x2 −4)
(

x−a+
1
a

)
の極大値と極小値の差が最小となる aの値を求めよ。

【ヒント】 −a +
1
a

= Aとおく　 【解答】 a = ±1

8


















